Chapitre 4

PGCD et applications

I. PGCD de deux entiers

1) Diviseurs communs
Exemples :

* Lesdiviseurs de 12 sont : 1, 2, 3, 4, 6, 12 et leurs opposés.

* Lesdiviseurs de -9 sont : 1, 3, 9 et leurs opposés.

Notations :
* Pour tout entier naturel a, on note %(a) I'ensemble de ses diviseurs.
Par exemple, %(1)={-1;1} et %(0) = Z.
Y(a) contient toujours 1 et a.
Lorsque a # 0, le plus grand élément de %(a) est a.

Pour tous entiers naturels a et b non nuls, on note %a; b), I'ensemble des diviseurs
communs de a et b. Donc %(a ; b) = %(a) n Y(b).

Remarque :
Si a est un diviseur de b %(a) c Y(b)

Propriété :
a et b sont deux entiers relatifs non tous les deux nuls.

L'ensemble %(a ; b) admet un plus grand élément.

Démonstration :
Lemme : Toute partie finie, non vide de Z. admet un plus grand élément.
L'ensemble %(a ; b) est non vide : il contient toujours 1.

De plus, tous les nombres qu'il contient sont inférieurs ou égaux a |a| et |b|.

Donc Y(a; b) a un plus grand élément.




2) PGCD
Définition :
a et b sont deux entiers relatifs non tous les deux nuls.

Le plus grand élément de %(a ; b) est le Plus Grand Commun Diviseur de a et b, noté :
PGCD(a; b).

Exemples :
e Y 6)={6;-3;-2;-1;1;2;3;6}et Y15)={-15;-5;-3;-1;1;3;5; 15}.
Donc ¢(6;15) = {-3;-1;1; 3} et PGCD(6; 15) = 3.
* PGCD(-9;12)=3

Remarques :
Si a et b sont deux entiers relatifs non tous les deux nuls.

* PGCD(a; b) est un entier naturel.

* PGCD(a; b) = PGCD(b ; a) = PGCD(|q| ; |b)).
On se ramene donc, en général, a a et b positifs.

* PGCD(1; b)=1¢etPGCD(0; b) = |b|.

* Si b est un diviseur positif de a, PGCD(a ; b)=b

3) Algorithme d'Euclide

Propriété :
Si a et b sont des entiers relatifs non tous les deux nuls.
Y(a ; b) = Y(a - kb; b) pour tout k € Z.

Démonstration :

* Siddivise a et b alors d divise a et a — kb pour tout k € Z, donc d divise a — kb et b.

On vient de montrer que si d € %(a; b) alors d € %(a - kb ; b),
donc Y(a; b) € Y(a—kb; b).

* Siddivise a— kb et b alors d divise a — kb et (a — kb) + kb soit a, donc d divise a et b.

On vient de montrer que si d € %(a — kb ; b) alors d € Y(a ; b),
donc Y(a—-kb; b) c Y(a; b).
Donc %(a; b) = Y(a—kb; b).



Propriété :
a, b, g et r désignent des nombres entiers relatifs non tous nuls.
Sia = bq + r alors %(a ;b) = Y(b ;r) et par conséquent PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r).

Algorithme d’'Euclide

Propriété :
Soient a et b des entiers relatifs non tous les deux nuls.

L'algorithme suivant, appelé algorithme d'Euclide, permet de calculer PGCD(a ;b).

Saisir a

Saisir b

r prend la valeur reste de la division euclidienne de a par b

Tant que r # 0 faire
a prend la valeur b
b prend la valeur r
r prend la valeur reste de la division euclidienne de a par b

Fin Tant que

Afficher b

Démonstration :

a€ N'etb € N, aveca > b.

Opération Reste Commentaire
On divise a par b r, |0<r,<bet %a;b)=Y%Db;r,) et PGCD(a; b)=PGCD(b;r,)
Sir, #0, on divise b par r, r, |0sr;<rpet%b;r,)=%r,;r;) et PGCD(b; r,)=PGCD(r,; r,)
Sir, #0, ondivise r, parr, r, |0<r,<r;et Dry;r)=%r,;r,) et PGCD(ry; r,) =PGCD(r,;r,)

Si rn—; # 0, on divise rn-, par

r I'n 0$T’n<rn—1 et @(rn—z; rn—1)=@(rn—l;rn)etPGCD(rn—Z;rn—1)=PGCD(rn—1;rn)
n—j

Sirn# 0, on divise rn—, par rn 0 PGCD(rn; rn-;)=rn

On construit ainsi une liste strictement décroissante r,, r,, r,, ... d'entiers positifs.
Or il n'y a qu'un nombre fini d'entiers entre r, et 0.

Donc cette liste est finie : il existe un reste nul.

Il existe donc n = 0 tel que rn # 0 et rn+, = 0. Comme rn+, = 0, 'algorithme s'arréte.

Il comporte donc bien un nombre fini d'étape.



Et, en remontant, rn = PGCD(rn ; rn—;) = PGCD(b ; r,) = PGCD(a ; b).

Exemple :

Calculer le PGCD de 364 et 247 avec 1'algorithme d'Euclide.

Etape Opération Reste Commentaire

1 | 364=247x1+117 117 PGCD(364 ; 247) = PGCD(247; 117)

2 247 =117 x2+13 |13 PGCD(247; 117) = PGCD(117; 13)

3 117=13x9+0 0

PGCD(117; 13) = PGCD(13; 0) = 13
Dongc, en remontant, 13 = PGCD(13; 0) = PGCD(117; 13) = PGCD(247; 117) = PGCD(364; 247).

Remarque :

Lorsque b ne divise pas a, le PGCD de a et b est le dernier reste non nul dans I'algorithme
d'Euclide.

Propriété :
a et b sont deux entiers relatifs non tous les deux nuls.

L'ensemble des diviseurs communs de a et b est 1'ensemble des diviseurs de PGCD(a ; b).

Démonstration :
En suivant l'algorithme d'Euclide :

Y(a;b) = Yrn-,; rn) = Y(rn) et rn = PGCD(a; b)
Propriété (homogénéité) :
Soit a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls.

Pour tout k € N*, PGCD(ka ; kb) = k x PGCD(a ; b).

Exemple :
PGCD(150; 100) =50 x PGCD(3;2) =50 %1 =50

4) Nombres premiers entre eux

Définition :

Dire que deux entiers relatifs non tous les deux nuls sont premiers entre eux signifie que leur
PGCD est égal a 1.




Propriété (caractéristique) :
Soit a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls et k un entier naturel.

k x PGCD(a; b) si, et seulement si, a =k x a’ et b=k x b’avec a’ et b’ premiers entre eux.

Démonstration :
* Si kxPGCD(a; b), il existe a’ et b’ entiers telsquea =k xa’etb=kxb’.

Alors PGCD(a; b) = PGCD(ka’ ; kb’) donc, par homogénéité, sachant que k est un entier
naturel non nul, PGCD(a ; b) = k x PGCD(a’; b’).

Comme PGCD(a; b) = k on en déduit que PGCD(a’; b’) = 1 c'est-a-dire que a’ et b’ sont
premiers entre eux.

Réciproquement, si a = k x a’ et b = k x b’ avec a’ et b’ premiers entre eux et k entier

naturel, alors k # 0 car a et b ne sont pas tous les deux nuls, donc par homogénéité,
PGCD(a; b) =k xPGCD(a’; b’ )=k x 1 =k.

Exemple :
90=9x 10 et 40 =4 x 10 avec 9 et 4 premiers entre eux donc PGCD(90 ; 40) = 10.

Remarque :

Une fraction est irréductible si son numérateur et son dénominateur sont premiers entre eux. Si a et

!

. ;. a .. . a ..
b sont des entiers non nuls, on peut donc écrire — sous forme irréductible —— en divisant a et b

b b'
par PGCD(a; b).

Il. Le théoreme de Bézout

1) Identité de Bézout

Propriété :

a et b désignent deux nombres entiers relatifs non nuls.

Si d = PGCD(a; b), alors il existe des nombres entiers relatifs u et v tels que au + bv = d.

Démonstration :
E désigne l'ensemble des nombres entiers naturels de la forme au + bv avec u€Z et v€Z.
* E# J car |a| appartient a E.

En effet,sia>0, |aj=a=1a+0betsia<0, |al =-a=-1a+ 0b, donc E admet un plus petit
élément (toute partie non vide de N admet un plus petit élément). On le note c.

* Etonnote d=PGCD(a; b).



On sait que d divise a et b, donc d divise toute combinaison linéaire de a et b, donc d divise
C.

* En effectuant la division euclidienne de a par c, on obtient l'existence d'un unique couple de
nombres entiers (q; r)telquea=cxq+ravec0<r<c.

Comme r = a — ¢ x q, r est combinaison linéaire de a et c.
Or c est combinaison linéaire de a et b, donc r est combinaison linéaire de a et b.

On raisonne par 'absurde et on suppose que r > 0. Alors r serait une combinaison linéaire
strictement positive de a et b telle que r < ¢, ce qui est absurde car c est le plus petit élément
de E. On en déduit que r = 0 et ainsi c divise a.

On démontre de méme que c divise b. Ainsi, ¢ est un diviseur commun de a et b, donc c
divise d.

c divise d et d divise ¢, donc ¢ = d et donc le PGCD de a et b est de la forme au + bv.

Exemple :
PGCD(18; 30) = 6.
On peut trouver un couple u et v tel que 18u +30v = 6, par exemple le couple (2 ; -1) car :

18 x 2+ 30 x (-1) = 36 — 60 = 6.

Remarques :

* Il n'y a pas unicité du couple (u; v) trouvé. Dans l'exemple précédent, le couple (-3; 2)
convient aussi.

* Ce théoréeme n'admet pas de réciproque ; en effet si d = au + bv, d n'est pas nécessairement
le PGCD des entiers a et b.

Contre-exemple : 2 =1 + 1 et pourtant 2 n'est pas le PGCD du couple (1 ; 1).

* Par contre, si au + bv = d alors PGCD(a ; b) divise d.

Méthode :

5 =PGCD(35; 55), donc il existe deux entiers relatifs u et v vérifiant 35u + 55v = 5.
On pose a = 35 et b = 55.

35=55x0+35 donc 35=35-0x55=a-0xb=a

55=35x1+20 donc 20=55-1%x35=b—-1%xa=b-a
35=20x1+15 donc 15=35-1x20=a-1x(b—-a)=2a-b
20=15x1+5 donc5=20-1x15=(b—a)— 1% (2a—b)=-3a+2b
Ainsi, on a bien -3 x 35 + 2 x 55 =5,

Remarque :
Pour calculer PGCD(a ; b) avec l'algorithme d'Euclide, les quotients ne sont pas utiles.



Par contre, pour calculer u et v ils sont indispensables.

Algorithme : recherche d'un couple (u; v) tel que au + bv =d = PGCD(a ; b)
En utilisant le calcul numérique

On utilise les suites (gn) et (rn) des quotients et des restes des divisions euclidiennes successives de
l'algorithme d'Euclide et on construit deux suites d'entiers relatifs (un) et (vn) tels que pour tout n €
N :

rn=aXun+bXvn

* Onchoisitry=aetr,=b;u,=1etu; =0;v,=0etv, = 1.
Onadoncbienr,=axu, +bXxvyetr,=axu,+bxv,
« ATlétapen+1, onadonc
'n = TIn+; X qQn+; t I'n+,

un+2:un_un+l X Qn+l

Soit rn+, = @ X un+, + b X va+, avec _
Vn+2_vn_vn+1><qn+l

Saisir a

Saisir b (a > b)

r prend la valeur 1

u prend la valeur 1 ; v prend la valeur 0

x prend la valeur 0 ; y prend la valeur 1

Tant que r > 0 faire

g prend la valeur du quotient de la division euclidienne de a par b
r prend la valeur du reste de la division euclidienne de a par b
a prend la valeur b
b prend la valeur r
s prend la valeur u - x x g ; u prend la valeur x ; x prend la valeur s
t prend la valeur v — y x g ; v prend la valeur y ; y prend la valeur t

Fin Tant que

Afficher a PGCD(a ; b)
Afficher u

Afficher v




Exemple :
Poura=71letb=19

r=1 ro=71;r;, =19
a=71;b=19 |u=1;v=0 u=1;u; =0
x=0;y=1 v,=0;v, =1
q,=3
q=3;r=14 rg=r;xq,+r,; r,=14
3 a=19;b=14 U =Up—u; xq; =1
1 71=3x13+14 s=1-0x14=1;u=0;x=1 V, =Vy—V; Xq; =-3
t=0-1%x3=-3;v=1;y=-3 r,=axu,+ bxvy,
14=71 x1+19 x (-3)
Q=1
qg=1;r=5 ry=r;Xqy;+try; ry=>5
_ a=14;b=5 U =U;— Uy, X g, =-1
2 19=14>1+5 s=0-1x1=-1;u=1;x=-1 Vs =V, =V, X q, =4
t=1-(-3)x1=4;v=-3;y=4 ry=axu;+ bxy,
5=71x(-1)+19 x 4
q;=2
qg=2;r=4 r,=rsxXqs+r,; r,=4
_ a=5;b=4 Uy =Up,—Us X Q3= 3
3 14=5%2+4 s=1-(-1)x2=3;u=-1;x=3 V,=V,—V; X gy =-11
t=(-3)-4x%x2=-11;v=4;y=-11 r,=axu,+ bxvy,
4=71x3+19 x (-11)
q.=1
g=1;r=1 rg=ryxq,+rs;rs=1
_ a=4;b=1 Us = Us;—U, X q, =-4
4 >=4x1+1 s=(-1)-3x1=-4;u=3;x=-4 Vs=Vvs—Vv, xq,=15
t=4—-(-11)x1=15;v=-11;y=15 rs=axu;+ bxv;
1=71x(-4)+19 x 15
q;=4
q=4;r=0 ry=rsxqstrg; rg=0
_ a=1;b=0 Ug = U, —Us X g5 =19
> A4=1x4+0 o3 (ayx4=19;u=-4;x=19 Ve = Vy— Vs X g5 = 71
t=(-11)-15x4=-71;v=15;y=-71 Ie =a X ug+ bx v
0=71x19+ 19 x (-71)
71 x (-4)+19%x15=1

2) Théoreme de Bézout

Propriété :

a et b désignent deux nombres entiers non nuls.

a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe des nombres entiers relatifs u et v tels

que :

au+bv=1




Démonstration :
* Sia et b sont premiers entre eux, alors PGCD(a; b) = 1.

L'identité de Bézout permet alors de dire qu'il existe des nombres entiers relatifs u et v tels
que au + bv = 1.

* Réciproquement, s'il existe des nombres entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1, tout
diviseur commun a a et b divise au + bv, donc 1. Donc PGCD(a; b) = 1 et donc a et b sont
premiers entre eux.

Exemples :
* a=4etb=-9sont premiers entre eux caron a4 x (-2) + (-9) x (-1) =1
* Deux entiers consécutifs sont toujours premiers entre eux car pour tout entier n :
nx(-)+n+1)x1=1

* Pour tout entier naturel n non nul, 3 %X (5n + 7) + (-5) x (3n + 4) = 1, donc d'apres le
théoreme de Bézout, 5n + 7 et 3n + 4 sont premiers entre eux.

Remarque :
La propriété se formule également de la facon suivante :

a et b désignent deux nombres entiers non nuls :

PGCD(a; b)#1 = Y(u,v)€EZ2, au+bv#1

3) Egquation diophantienne

Définition :
Une équation diophantienne est une équation polynomiale a coefficients entiers dont on cherche
les solutions parmi les nombres entiers.

Une équation diophantienne du premier degré est une équation qui peut se mettre sous la
forme :

ax+by=c

Propriété :
L’équation ax + by = ¢ admet des solutions entiéres si, et seulement si, ¢ est un multiple de
PGCD(a ; b).

Exemple :

* L’équation 12x + 4y = 32 admet des solutions d’entiers (x ; y) parmi ses solutions car
PGCD(12; 4) = 4 et 4 divise 32

* L’équation 2x + 6y = 3 n’admet pas de couples de solutions entieres car PGCD(2; 6) = 2 et 2
ne divise pas 3.



lll. Le théoréeme de Gauss

1) Le théoréme

Propriété :
a, b et c désignent trois nombres entiers relatifs non nuls.

Si a divise le produit bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

Démonstration :

a et b sont premiers entre eux donc, d'apres le théoreme de Bézout, il existe des nombres entiers
relatifs u et v tels que au + by = 1.

En multipliant chaque membre de 1'égalité par c, on obtient auc + bvc = c.

a divise auc et, par hypothese, a divise bc donc bvc, donc a divise auc + bvc, c’est-a-dire a divise c.

Remarque :
Il est essentiel de vérifier que a est premier avec b, car a peut diviser bc en ne divisant ni b ni c.

Par exemple, 300 = 15 x 20 or 6 divise 300 sans diviser ni 15, ni 20.

Exemples :
* Si4 divise 3'° x n, comme 4 et 3'° sont premiers entre eux, on sait alors que 4 divise n.
* Résolution de I'équation 7x = 11y avec x € Z ety € Z.

o Si 7x = 11y, alors 11 divise 7x. Or 7 et 11 sont premiers entre eux, donc d'apres le
théoreme de Gauss, 11 divise x.

Par conséquent, il existe un nombre entier relatif k tel que x = 11k.
Alors de 7x = 11y, on déduit que 7 x 11k = 11y soit y = 7k.

o Réciproquement, tous les couples (11k ; 7k) sont solutions de I'équation 7x = 11y.
En effet, 7 x 11k = 11 x 7k.

© Conclusion :

Les solutions de I'équation 7x = 11y sont les couples (11k ; 7k) avec k € Z.

2) Conséquence

Propriété :
a, b et c désignent trois nombres entiers relatifs non nuls.

Si b et c sont premiers entre eux et divisent a, alors bc divise a.
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Démonstration :

b divise a donc il existe un nombre entier relatif k tel que a = kb.
c divise a donc il existe un nombre entier relatif k’ tel que a = k’c.
Ainsi kb = k’c.

On en déduit alors que b divise k’c.

b et c étant premiers entre eux, on déduit d'apres le théoreme de Gauss, que b divise k’ c’est-a-dire
qu'il existe un nombre entier relatif k” tel que k’ = k”b.

De a = k’c, on déduit alors a = k”’bc donc bc divise a.

Exemples :
* Comme 4 et 7 divise 700 et 4 et 7 sont premiers entre eux alors 4 x 7 = 28 divise 700.

* Le nombre 1573875 est divisible par 5 (car le chiffre des unités est 5) et il est divisible par 9
(car la somme de ses chiffres est divisible par 9).

Or 9 et 5 sont premiers entre eux, donc 1573875 est divisible par 5 x 9 soit 45.

* Le produit n(n + 1)(n + 2) de trois nombres entiers naturels consécutifs est divisible par 2 et
par 3.

Ce produit est donc divisible par 6 puisque 2 et 3 sont premiers entre eux.

Equation diophantienne

Une solution particuliere de 1’équation ax + by = c et le théoreme de Gauss permettent alors de
trouver toutes les solutions de cette équation.

Exemple :

L’équation (E) 17x — 33y = 2 admet des solutions entieres car 17 et 33 sont premiers entre eux et 2
est un multiple de 1.

Une solution particuliere de (E) est (4; 2) car: 17 x4—-33 x2 =68 — 66 = 3.
Soit (x ; y) une solution quelconque de 1’équation (E).

Comme (4 ; 2) est aussi solution de (E), on a :

17x—33y=17%x4-33%x2 = 17(x—4)=33(y - 2)

33 divise 17(x — 4), or 33 et 17 sont premiers entre eux, donc, d’apres le théoreme de Gauss, 33
divise (x — 4). Donc x —4 =33k avec k € Z.

On a donc 17 x 33k = 33(y — 2), donc 17k = (y — 2).

x—4=33k x=4+33k
y=2=17k ° aveck € Z.

L’ensemble des solutions sont de la forme : _
y=2+17k

Ces couples solutions vérifient 1’équation (E) :
17 x(4+33k)—33(2+17k) =68 + 17 x 33k— 66 + 33 x 17k =2

Les couples solutions sont donc de la forme (4 + 33k ; 2 + 17k) avec k € Z.

11



	I. PGCD de deux entiers
	1) Diviseurs communs
	2) PGCD
	3) Algorithme d'Euclide
	Algorithme d'Euclide

	4) Nombres premiers entre eux

	II. Le théorème de Bézout
	1) Identité de Bézout
	2) Théorème de Bézout
	3) Équation diophantienne

	III. Le théorème de Gauss
	1) Le théorème
	2) Conséquence
	Équation diophantienne



